CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,ce (O,gj astfel iIncat a+b+c= g . Demonstrati ca
tga-tgb+tgb-tgc+tgc-tga=1.

2. In urma unui accident la o fabricd de produse petrochimice, o cantitate de 2 tone de nitrati a fost
deversata intr-un rau din apropiere. Concentratia de nitrati maxim admisa este de 0,05 mg / ¢, iar
cea masurata In urma accidentului este de 250 mg / €. Masurile luate pentru remedierea situatiei
fac asa incat, in fiecare zi de la contaminare, concentratia de nitrati in zona respectiva sa scada
la jumatate fatd de ziua precedenta.

a) In cate zile concentratia de nitrati scade sub concentratia maxima admisa?
b) Stiind cd 10% din viata activa a zonei moare zilnic din cauza poluarii, aflati ce procent din
populatia initiala mai este in viatd in ziua in care concentratia de nitrati reintra in limite normale.

3. O functie f:R—>R, f(x)=ax’>+bx+c,cu a,b,ceZ, are
reprezentarea geometrica a graficului ca in figura aldturata.
a) Demonstrati ca, daca a- ¢ > 4, atunci |b| >5.
b) Determinati numarul a in cazul in care punctele A si B
sunt: A(1, 0), respectiv B(3, 0), iar triunghiul AVB are aria
egala cu 1.

4. Numim placd un triunghi dreptunghic, impreuna cu interiorul sau.
Dacda n € N, n >4, demonstrati ca interiorul oricarui patrulater convex poate fi acoperit complet

cu n pldci care nu se supapun (au interioarele disjuncte).

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a X-a

1. Un grup de patru tineri se numeste frumos daca din grup face parte cel putin o fata. Stabiliti cate
grupuri frumoase se pot forma din echipa de dans sportiv a unui liceu, alcatuita din Alina,
Bogdan, Cristina, Daniel, Elena, Florin, Gabriela si Horatiu.

2. In plan, consideram multimea P a tuturor punctelor cu ambele coordonate intregi, precum si
mulfimea D a tuturor dreptelor care trec prin cel putin doua puncte din P .
a) Demonstrati ca prima bisectoare (dreapta de ecuatie y = x) apartine multimii D.
b) Demonstrati ca orice dreaptd din multimea D contine cel putin 3 puncte din multimea P .

¢) Demonstrati ca nu exista nicio dreapta oblica d in multimea D astfel incat A(1,+/2012)ed.

3. Smaranda alege atent un numdr natural a, apoi Nicu alege la intimplare un numar real strict
pozitiv x. Dacd unul dintre numerele A =10-1log,(x*) sau B=log,(16x) este cel putin egal cu

a, atunci Nicu 1i va face Smarandei un cadou in valoare de 3 lei.
Ce numar trebuie sa aleagd Smaranda pentru a fi sigurd ca va primi un cadou cat mai valoros?

4. Fie u=2012""si v=2012""-2011" +2012" -2011" +2-2011",n e N.

a) Demonstrati ca exista valori ale lui n pentru care u<v.
b) Demonstrati ca exista valori ale Iui n pentru care u > v .

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

ClasaaXla

X2

1. Fief:[0,0) 5> R, f(x)=—7o.
x+1
a) Scrieti ecuatia dreptei d care este asimptota oblica la graficul functiei f.
b) Argumentati ca functia f este convexa.

c¢) Demonstrati ca aria suprafetei cuprinsa intre dreapta d, graficul functiei f, dreptele x = 1

. . N D
si x = 2 este mai mica decat E

2. a) Demonstrati cd ecuatia x° — x = m are cel mult trei solutii reale, oricare ar fi m € R.

5

b) Fiea, b, ¢, d € R cu proprietatea cia’ —a=b"—b=c’ — ¢ = d’ — d. Demonstrati ¢ determi-

1 1 1 1
a b ¢ d

nantul este nul.
a’? b> & d?

I n n
3. Pentru fiecare numar natural n se considerd matricea A(n)=|n 1 n|.
n n 1

a) Demonstrati ca nu existd niciun numar natural n pentru care matricea A(n) sa aiba rangul 2.
b) Se numeste pas urmatoarea modificare a elementelor unei matrice de tipul A(n): fiecare
element de pe diagonala principald se mareste sau se micsoreaza cu 2, iar toate celelalte sase
elemente se maresc sau se micsoreaza cu 1. Stabiliti daca este posibil ca, plecand de la A(2),
dupa 2012 astfel de pasi, determinantul matricei obtinute sa fie egal cu 2012.

4. O functie f:R > R, f(x)= ax> +bx + c, are reprezentarea
geometricd a graficului ca in figura alaturata. Demonstrati ca:
a) 8a+2b+c>0
b) abc < 0.

Nota:  Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii;
Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a XII-a

1. Fie multimea 2= {LEU, TIGRU, URS, LUP, IEPURE}. Pe £ definim o lege de compozitie
asociativa, notata ¢, descrisa mai jos:

v LEU TIGRU URS LUP IEPURE
LEU TIGRU URS LUP IEPURE LEU
TIGRU URS LUP IEPURE LEU TIGRU
URS LUP IEPURE LEU TIGRU URS
LUP IEPURE LEU TIGRU URS LUP
IEPURE LEU TIGRU URS LUP IEPURE

a) Cate legi de compozitie comutative se pot defini pe ¢/ ? Se afla 9 printre aceste legi?
b) Legea de compozitic 9 are element neutru?
¢) Calculati LEU?!? = LEU®LEU®..®LEU .

2012
d) Rezolvati ecuatia LEU9 x 9 TIGRU = I[EPURE, unde necunoscuta este x € /2.

2. Calculati Tmax {ln (1 +x2 ); 1} dx.
0

2 2
3. Se considerd functiile f, :[0,1] > R, f, (x)=1+x" T4 x"*2" unde neN,n>2. Notim cu &,
aria subgraficului functiei f,.
n?+n+l

n2+n

b) Demonstrati ca 2012,2012 < /G, +4/03 +...+/0513 <2013.

a) Demonstrati ca \/a = ,Vne N\ {0,1} .

4. Fien € N, n > 2 si polinomul f=X"-2nX"" Jr(2n2 —4)X"’2 +a,X"” +..+a, eC[X], avand
rdddcinile complexe x,,X,,....X, .
a) Calculati (x, +%, +...+x, )’ —n'(xf +x; +...+xi).

b) Demonstrati ca f are toate radacinile reale daca si numai daca n = 2.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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